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Лабораторная работа №10

Проверка теорем о взаимности работ и перемещений

Цель работы: экспериментальное подтверждение теорем о взаимно-
сти работ и перемещений.

10.1. Общие сведения

Рассмотрим шарнирно опёртую балку (рис. 10.1), выделим два се-
чения балки 1 и 2,  отстоящие на расстояниях а и b от опор. Приложим
силу Р1 в сечении 1. При этом балка прогнётся, сечение 1 получит пере-
мещение 11, а сечение 2 - перемещение 21. Затем приложим в сечении
2 силу Р2, тогда сечение 2 получит дополнительное перемещение 22,  а
сечение 1 - 12.

Между силами Р1 и Р2 и вызываемыми ими перемещениям 12 и 21
сечений 1 и 2 балки существует зависимость, которая формулируется
теоремой о взаимности работ:

работа силы Р1 на перемещении, вызванном силой Р2 , равна рабо-
те силы Р2 на перемещении, вызванном силой Р1:

212121 PP  ⋅=⋅ . (10.1)
Частным случаем теоремы о взаимности работ (при Р1= Р2) являет-

ся теорема о взаимности перемещений:
перемещение сечения 1, вызванное силой, приложенной в сечении
2, равно перемещению сечения 2, вызванному такой же силой, при-
ложенной в сечении 1:

2112  = . (10.2)

10.2. Описание испытательной установки

Для проведения работы используется испытательная установка,
представленная на рис. 10.2.
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∆21

∆22

Рис. 10.1
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Установка состоит из исследуемой балки I, основания 2, подвижной
3 и неподвижной 4 опор, двух индикаторных стоек 5 и двух гиревых под-
весов 6. Балка изготовлена из стальной полосы (Е = 2⋅105 МПа) прямо-
угольного поперечного сечения (ширина В = 40 мм, высота Н = 7 мм) и
установлена на шарнирных опорах, длина пролёта l = 1 м.

Нагружение балки осуществляется с помощью гиревых подвесов
(масса каждого подвеса m = 0,5 кг=5 Н) и набора грузов 7. Нагрузка при-
кладывается сосредоточенно в сечениях 1 и 2, отстоящих на расстояниях
a = 0,2 м и b = 0,3 м от опор балки. В этих же сечениях определяются
прогибы балки. Измерение прогибов осуществляется при помощи двух
индикаторов часового типа 8 с ценой деления 0,01 мм.

10.3. Порядок проведения работы

10.3.1. Установить призмы для гиревых подвесов в сечениях 1 и 2
балки на расстояниях а = 0,2 мм  и b = 0,3 мм от опор (отметки 20 и 70
на шкале балки).

10.3.2. Установить большие стрелки обоих индикаторов на ”0” и за-
писать показания T1 и T2 в соответствующих графах таблицы 10.4.1 при
нулевой нагрузке.

10.3.3. Установить гиревой подвес в сечении 1 и нагрузить балку в
этом сечении нагрузкой Р1 = 25 Н (с учётом веса гиревого подвеса) (рис.
10.3, а). Записать показания Т2 индикатора в сечении 2. Разгрузить бал-
ку, снять гиревой подвес.

10.3.4. Установить гиревой подвес в сечении 2 и нагрузить балку в
этом сечении нагрузкой Р2 = 35 Н (с учётом веса гиревого подвеса)  (рис.
10.3, б). Записать показания Т1 индикатора в сечении 1. Разгрузить бал-
ку, снять гиревой подвес.

1
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6

7

5
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8

Рис. 10.2
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10.3.5. Повторить опыт (пп.10.3.2 - 10.3.4) ещё дважды, записывая
соответствующие данные в табл. 10.4.1.

10.3.6. Определить прогибы балки в сечениях 1 и 2, вычисляя раз-
ности показаний индикаторов для каждого нагружения:

121Т  = , 212Т  = .

10.3.7. Вычислить работу силы Р1 на перемещении 12 сечения 1,
вызванном силой Р2:

1211 РА ⋅= ,

и работу силы Р2 на перемещении 21  сечения 2, вызванном силой Р1:

2122 РА ⋅= .
Результаты записать в табл. I0.4.I.

10.3.8. Проверить справедливость теоремы о взаимности работ, т.е.
выполнение равенства (10.1). Вычислить расхождение:

%100
А

АА

1

21 ⋅−= .

Результаты вычислений записать в табл. 10.4.1.
10.3.9. Повторить опыт (пп. 10.3.2 - 10.3.5), прикладывая в сечени-

ях 1 и 2 балки равные нагрузки Р1 = Р2 = 25 Н и записывая соответст-
вующие показания в табл. 10.4.2.

a b
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∆21

Рис. 10.3
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10.3.10. Определить прогибы балки в сечениях 1 и 2, вычисляя раз-
ности показаний индикаторов для каждого нагружения:

121Т  = , 212Т  = .
Результаты записать в табл. 10.4.2.

10.3.11. Проверить справедливость теоремы о взаимности переме-
щений, т.е. выполнение равенства (10.2).  Вычислить расхождение:

%100
12

2112 ⋅−=

 .

Результаты вычислений записать в табл. 10.4.2.
10.3.12. Оформить отчёт по прилагаемой форме.

10.4. Образец отчёта

Проверка теорем о взаимности работ и перемещений

10.4.1. Цель работы.
10.4.2. Схемы нагружения балки (рис. 10.3).
10.4.3. Результаты испытаний.

Таблица 10.4.1
Сечение 1 Сечение 2 Работа Работа Расхож-

дение
Р1,

Н

отсчёт
Т1,

дел.

прогиб
Т1=12,,

м

Р2,

Н

отсчёт
Т2,

дел.

прогиб
Т2=21,

м

1211 РА ⋅=
Н⋅м

2122 РА ⋅= ,
Н⋅м

,%

0 0
25 35
0 0
25 35
0 0
25 35

Таблица 10.4.2
Сечение 1 Сечение 2 Расхож-

дение
Р1, Н отсчёт

Т1, дел.
прогиб
Т1, м

Р2, Н отсчёт
Т2, дел.

прогиб
Т2, м

,%

0 0
25 25
0 0
25 25
0 0
25 25
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10.4.4. Выводы:

Примечание. В выводах отметить, в чём заключается экспериментальная
проверка теорем о взаимности работ и перемещений.

Работу принял ______________
"_____"______________20___г.

10.5. Контрольные вопросы

1. В чём смысл теорем о взаимности работ и перемещений?
2. В чём их отличие?
3. В каких сечениях балки и каким образом определяются переме-

щения?
4. В чём заключается экспериментальная проверка справедливости

теорем о взаимности работ и перемещений?

Лабораторная работа № 11

Исследование потери устойчивости прямолинейного стержня

Цель работы: экспериментальное определение критической силы и
сравнение с теоретическим значением.

11.1. Общие сведения

Если прямолинейный стержень сжимать центрально приложенной
силой Р, то с возрастанием этой силы стержень вначале только укорачи-
вается, сохраняя свою прямолинейную форму, а затем наступает явление
потери устойчивости - стержень изогнётся.

Наименьшую центрально приложенную сжимающую силу, которая
выводит стержень из состояния прямолинейного устойчивого равновесия,
называют критической силой.

Для определения критической силы сжатого стержня необходимо
знать величину его гибкости:

mini
l = , (11.1)

где l - длина стержня;  - коэффициент приведения длины, зави-
сящий от способа закрепления концов стержня;  l - приведённая дли-
на стержня; imin - наименьший радиус инерции поперечного сечения
стержня.
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В зависимости от величины гибкости стержня критическую силу вычис-
ляют по различным формулам. Предельное значение гибкости равно:

пр
пр

Е


 = , (11.2)

где Е - модуль упругости первого рода; пр - предел пропорциональ-
ности.

Для сталей предельная гибкость пр =(40 ÷100).

Если гибкость стержня  > пр , то критическую силу определяют

по формуле Эйлера:

( )2
min

2

кр
l

EJР



= , (11.3)

где Jmin - наименьший осевой момент инерции сечения стержня.

При значениях гибкости  < пр потеря устойчивости происхо-

дит при напряжениях, превосходящих предел пропорциональности. В
этих случаях критическое напряжение определяют по эмпирической фор-

муле Ясинского:  baкр −= . Тогда критическая сила по формуле
Ясинского имеет вид:

( ) FbaFР кркр ⋅⋅−=⋅=  , (11.4)

где а, b - коэффициенты, зависящие от свойств материала; F - пло-
щадь поперечного сечения стержня.

H

B

µ=2

P

Рис. 11.1
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11.2. Описание установки

Определение критической силы производится для стержня, нижний
конец которого защемлён, а верхний свободен от закрепления (рис. 11.1).

Установка (рис. 11.2) состоит из стального стержня 1 с жёстко при-
креплённой к нему пятой 2, опирающейся на станину 3, при помощи вин-
тов 4, служащих для жёсткого закрепления стержня в пяте.

Для передачи нагрузки на стержень служит коромысло 6 с двумя
тягами 5,  к которым с помощью поперечины 7 подвешена грузовая пло-
щадка 8 для установки гирь.

Верхний конец стержня под действием нагрузки может отклоняться,
увлекая за собой коромысло с тягами и грузовой площадкой.

Размеры образца в миллиметрах указаны на рис. 11.2.

11.3. Порядок проведения работы

11.3.1. Вычислить геометрические характеристики сечения стержня;
результаты записать в табл. 11.4.1.

1

5

3

6

2
4

79

8

22
00

м
м 40

м
м

I I

11,5 мм

Рис. 11.2

I  I-
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11.3.2. Вычислить величину гибкости стержня.
11.3.3. Рассчитать критическую силу.
11.3.4. Для экспериментального определения критической силы на

грузовую площадку 8 укладывать гири до момента потери устойчивости.
Величину критической силы определить как сумму веса гирь, уложенных
на грузовую площадку, и веса устройства для передачи нагрузки на стер-
жень, масса которого равна 6,5 кг (65 Н).

11.3.5. Определить расхождение между теоретическим и экспери-
ментальным значениями критической силы:

%100
Р

РР
т
кр

э
кр

т
кр ⋅

−
= . (11.4)

11.3.6. Оформить отчёт по прилагаемой форме.

11.4. Образец отчёта

Исследование потери устойчивости прямолинейного стержня

11.4.I. Цель работы.
11.4.2. Схема нагружения стержня (рис. 11.1).
11.4.3. Физические и геометрические характеристики стержня.

Таблица 11.4.1

№ Характеристика стержня Значения величин

1 Материал Ст.5

2 Модуль упругости Е, МПа

3 Длина l, м

4 Площадь поперечного сечения F=b ⋅h, м2

5 min момент инерции сечения 12
HBJ

3

min = , м4

6 min радиус инерции сечения F
Ji min

min = , м

7 Гибкость стержня
mini

l =
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11.4.4. Теоретическое определение критической силы:

( )
== 2

min
2

т

l
EJР

кр 


(Н).

11.4.5. Результаты экспериментального определения критической силы:

=+=65Р э
кр (Н).

Примечание. При значениях нагрузки
э
кр

Р  стержень после искрив-

ления не возвращается в исходное положение, т.е. прямолинейная форма
равновесия стержня перестает быть устойчивой.

11.4.6. Сравнение теоретических и экспериментальных результатов.

Таблица 11.4.2

Величина критической силы

Теоретическая
т
кр

Р , Н Экспериментальная
э
кр

Р , Н

Расхождение

,%

11.4.7. Выводы:

Примечание. В выводах отметить следующее:
как экспериментально определить критическую силу;
как определить теоретическое значение критической силы;
каковы результаты сравнения значений критической силы, опреде-

лённых теоретически и экспериментально.

Работу принял ______________
"_____"______________20___г.

11.5. Контрольные вопросы

1. В чём заключается явление потери устойчивости сжатого стержня?
2. Что называется критической силой?
3. Чему равна гибкость стержня?
4. Для каких стержней применима формула Эйлера при определении кри-
тической силы, какой вид она имеет?
5. Для каких стержней применима формула Ясинского, какой вид она име-
ет?
6. Как влияют жёсткость EJ поперечного сечения и длина стержня на ве-
личину критической силы?


